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Inledning

Talf6ljder utgor ett spinnande aritmetiskt filt. For den som bli-
vit riktigt engagerad finns A Handbook of Integer Sequences av N JA
Sloane [15], ett verk som omfattar inte mindre dn 2 372 talf6ljder,
var och en forsedd med referens till bocker eller tidskrifter. Trots
att talfoljder erbjuder sd mycket av fascination ger skolan dem allt-
jimt foga utrymme; i skolan fokuserar man pa aritmetiska och geo-
metriska foljder.

Bland talféljderna ir Fibonaccis talfoljd utan tvivel den mest be-
romda. Som vi ska se dyker den upp i manga sammanhang, intres-
santa, vackra och ibland ovintade. Bide Fibonacci-talen och de
geometriska foljderna spelar en framtridande roll i naturen och
borde darfor bli ett fruktbart kapitel i skolkursen.

Fibonaccis talf6ljd och den dirmed f6rknippade proportion som
kallas gyllene snittet har manga ganger varit ett uppskattat tema pa
matematikbiennalerna.

Aven i tidskrifts- och tidningsartiklar har temat tagits upp. Efter-
som det linge saknats en utforlig framstillning pa svenska ir det
min férhoppning att den inte sirskilt digra bok som NCM, Natio-
nellt Centrum f6r Matematikutbildning, hirmed ger ut ska tippa
till en lucka och stimulera ldrare till en engagerande matematik-
undervisning.

En del stillen i boken kan anses nigot avancerade, men det mesta
bor vara rite sa tillgingligt, 4ven for intresserade elever. Lisaren far
bla flera exempel pad matematisk induktion, ett kraftfullt och ele-
gant verktyg som ofta kommer till anvindning i bevis rérande tal-
foljder. Det vore bra om induktionen efter en beklaglig strykning
kunde tas in igen i gymnasieskolans kursplan. Det behévs mer mate-
matik i skolmatematiken.

For virdefull och inspirerande hjilp med manuskriptet vill jag tacka

Stefan Lundbick.
Bengt Ulin






Lite historia

Fibonaccis ursprungsfsljd borjar med talen 1, 1 och fortsitter pa sa
vis att varje nytt tal 4r summan av de tvd nirmast féregiende. Hans

talfoljd {£} blir silunda

1,1,2,3,5,8,13, 21, ...
Med tva andra heltal a och b i borjan blir talf6ljden

a, b, a+b, a+2b, 2a+3b, 3a+5b, ... ™)
Om f6ljden betecknas {f,}, si giller rekursionsformeln

f;1+2=f;z+1 +f;1 > n=1>2>3>---

varvid Fibonaccis ursprungliga tal — som framgar av (*) — dter dyker
upp.

I en del framstillningar kallas den foljd for vilken a=1 och b=3, dvs
1,3,4,7, ..., for Lucas talfoljd {L } efter den franske matematikern
FEA Lucas (1842-1891). Man kan lita Fibonacci ge namn dt samt-
liga talfoljder av typ (*). Vi bevisar med induktion ett enkelt sam-
band mellan {Z } och Fibonaccis egen f6ljd:

L=F +F, (n22,L,=F=F£=1,L,=3) (L)

Likheten giller fér n=2 och n=3. Vi antar att den giller f6r n=p-1
och n=p.

Vi erhaller da LP+1 = LP—l + L‘Z> = (F[', + FI;—Z) + (fgm + 5_1) =
(}; + Fp+1) + (Fp—Z + F[;—l) = };+2 + Fp



Antagandet medfor alltsa ate (L) géller dven for n=p+1. Eftersom
(L) giller for n=2 och n=3, giller (L) for n=4, osv. Diarmed ir induk-
tionsbeviset klart.

Vem var dd Fibonacci?

Fibonacci foddes omkring 1170 i Pisa, ddr hans far, Guglielmo
Bonacci, var en framgingsrik kdpman. Sonen hette egentligen Leo-
nardo av Pisa men namnet dndrades smaningom till Fibonacci ("son
till Bonacci”). Familjen flyttade omkring 1190 till staden Bugia,
numera den algeriska hamnstaden Bejaija vid Medelhavet. Fadern
uppdrog it en muslimsk ldrare att undervisa Fibonacci i rikning.
Det innebar bla att ersitta de klumpiga romerska talen med de tio
indiska siffror som vi anvinder i modifierad form. Fibonacci lirde
sig dven den aritmetik och algebra som araberna utvecklat under
drhundraden och som han kunde studera i ett verk Hisab al-jabr
walmuqabalah av den framstiende persiska matematikern a/~-Khwa-
rizmi (ca 825). Termen al-jabr i denna titel 4r ursprunget till ordet
algebra.

I vuxen alder fick Fibonacci foreta affirsresor till flera linder runt
ostra delen av Medelhavet. Nir han atervinde till Bejaija var han pa
det klara med det avsevirda foretride som den arabiska rikne-
konsten hade framfor den romerska.

Ar 1202 utkom hans bok Liber abaci (Boken om riknekonsten)
[11]. Den omfattar 15 kapitel alltifran heltalen till 16sning av ekva-
tioner av olika svirighetsgrader. Fibonacci begagnade dir de indo-
arabiska siffrorna. Trots att boken blev nagot av en "bestseller” och
kom ut i en utvidgad upplaga 1228 dréjde det ett par drhundraden
innan bankerna slopade de romerska bokstavstalen. Bankirerna
fruktade forfalskningar. I och med att belopp skulle skrivas bade
med siffror och ord fick de nya siffrorna sitt genombrott. Vi skriver
som bekant fortfarande belopp dven med ord.

Att Fibonacci med sin bok banade vig for det indisk-arabiska
talsystemet over hela virlden har forstas haft stor betydelse i sam-
hillet. Ur matematisk synvinkel dr hans insatser som matemati-
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ker av betydligt storre vikt. Utover Liber abaci skrev Fibonacci de
tvd bockerna Practica geometricae (1223) och Liber Quadratorum
(Boken om kvadrattal, 1225) samt tva skrifter Flos (Blommor) och
Epistola ad Magistrum Theodorum, dir han gav nya prov pa sin krea-
tivitet. Fibonacci gav exempel pd hur man kan 16sa ett geometriske
problem med hjilp av algebra och omvint, en algebraisk uppgift
med geometri. Han betraktas som den mest betydande talteoreti-
kern under de 1400 ar som f6rflét mellan greken Diofantos (omkr
ar 240) och fransmannen Pierre de Fermat (1601-1665). Liber
abaci kom att utgdra standardverket f6r undervisning i matematik i
de toskanska skolorna under tre arhundraden.

Mest kind blev dock Fibonacci for den talf6ljd som uppkallats
efter honom. Den uppkom ur ett nigot artificiellt kaninproblem.

Kaninproblemet

Ett nyfott kaninpar (en hane och en hona) forokar sig pa f6ljande

satt:

¢ paret blir konsmoget efter en manad (méanad 1)

¢ det foder ett kaninpar (hane och hona) varje ménad fran och
med manad 2

¢ varje nyf6tt kaninpar bidrar pd samma sitt till f6rokningen som
urparet

¢ inga kaniner d6r under loppet av ett ar

Frdga: hur minga kaninpar finns det just i borjan av ménad 122

Till att borja med har vi alltsd 1 par manad 0 och 1 par manad 1.
Manad 2 finns urparet plus ett nyfott par, sdledes 2 par. Om vi later
X, y och z vara antalet par tre manader i f6ljd med nummer n, n+1,
n+2 , sa giller sambandet z = y + x, eftersom de y paren frin manad
n+1 lever vidare och foder x stycken nya par. Med indexbeteckning
har vi alltsd under det forsta dret

F F+1+P;1

nt2 = T n

Man erhiller foljden 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... och 144 vid ingingen av

ménad 12.

— 11 =



[ en tivling 1225 vid hovet hos kejsar Fredrik II var det forsta av tre
problem att finna ett rationellt tal x sidant att bade x* + 5 och x> — 5
ir kvadrater pd rationella tal. Betriffande Fibonaccis svar, se slutet
av kap 13.

En som intresserade sig fér Fibonacci-talen var astronomen Johan-
nes Kepler (omkring 1600). Direfter fortsatte talfoljden sin tornrosa-
somn fram till 1831 da den plotsligt aktualiserades i botaniken. Vi
aterkommer till detta och till Kepler lingre fram.

- 12 —
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Hur kan man berikna
stora Fibonacci-tal?

I Fibonacci-talféljder {f } 4r de tva forsta talen f; och f, givna. Tal
med index from 3 beriknas som vi sett med rekursionsformeln

Jo2 =l + 1, (1)
Detberémdakaninproblem som Fibonacci tog med iandra upplagan
av sin bok Liber abaci (1228) ledde till den viktiga "urf6ljden”

1,1,2,3,5,8, ..., (F)

en talfoljd som drygt 600 &r sedan senare uppticktes i naturen i
form av bladbrak hos barrtridens kottar och i bladstillningarna hos
en rad vixtfamiljer och enskilda vixter.

Om a och b ir de tvéd givna utgingstalen, uppkommer féljden

a, b, a+b, a+2b, 2a+3b, 3a+5b, 5a+8b, ... (2)

och vi ser hur F strukturerar varje annan Fibonacci-foljd.

Med hjilp av rekursionen (1) kan man berikna Fibonacci-tal, en
metod som ter sig foga elegant vid hoga indextal. Man vill girna,
som vid rekursioner 6verhuvud, kunna utnyttja en formel for direke-
berikning, inte minst for att se talens storleksordning. Den franske
matematikern /P M Binet publicerade 1843 den formel som giller
for E Vi ska hir se pé ett par metoder att hirleda Binets formel och
hur man sedan litt skaffar sig liknande formler for vilken Fibonacci-

foljd (f-foljd) som helst.

—- 13 -



Vi ska utnyttja det faktum att om wa féljder {a } och {b } ar
f-foljder, si dr dven den linjira kombinationen {pa +qgb }, dir p och
q 4r konstanter, en f-f6ljd, eftersom rekursionen i (1) forblir gil-
lande, om de tvd leden multipliceras med en konstant.

Om man vil funnit formeln f6r ett par icke-proportionella
f-foljder borde det vara maijligt att nd en generell formel genom en
limplig linjar kombination. Hir kommer den geometriska f6ljden
1, k k2 k3, ... «ill anvindning. Den utgor samtidigt en f-f6ljd om

km+2=km+1 +km’m=0’ 1,2,3, ...,

Alla dessa villkor uppfylls av de k-virden som utgdr roteer till ekva-
tionen

kK2=k+1,
dvsavk =roch k = s, dir

1+V5 1-/5
)

2

r och s=

Uppenbarligen utgor {r”} och {s”} tvd icke-proportionella f6ljder.

Lat oss nu till att bérja med soka konstanter p och q till en linjar
kombination som gor foljden {pr”~! + qs"'} identisk med F-foljden
1,1,2,3,5, ...

Eftersom sambandet (1) ir linjért ar det tillrickligt att bestimma
p och q sa att villkoren F, = 1 och F, = 1 uppfylls.

Vi soker alltsa [6sningsparet p, q till det linjdra systemet (S):

pt+tq=1 (n=1)
pr+qs=1 (n=2)
Lésningen ar
o
p \/§
s
q = —

_ 14 —



och den ger

for F-foljden 1, 1, 2, 3, 5, ...
Dirmed har vi hirlett formeln

B
RV 2 2

Den uppticktes 1718 av den franske matematikern A de Moivre
men kallas Binets formel sedan landsmannen J-P-M Binet aterupp-
tickt formeln 1843.

I det generella fallet, for en f-f6ljd {u }, har man att byta ut ettor-

na i systemet (S) mot de tva givna talen u; och u, (u; # u,). Fallet
u, = u, ir redan avklarat, eftersom det ger en med F proportionell

£-folid.

For att finna en direktformel for Lucas-foljden 1, 3, 4, 7, ... ersitter
vi systemet (S) ovan med systemet

p+q=1
pr+gqs=3

Detta system har 16sningen p =1, q =5,
varav f6ljer att det n:e Lucas-talet L ir 1" + s, dvs

=[] [ e

#

" 2 2 #
Med konjugatregeln erhéller vi ur (*) och (#) direke den vackra for-
meln

F, =F L

2n n-n

- 15 =



En alternativ metod

P Glaister [8] utgar fran potensserien
Skx) = Ix+ 1x% + 2x + 3x* + 5% + ... (3)

didr koefhicienterna tillhor Fibonacci-foljden 1, 1, 2, 3, 5, ...
Av (3) erhiller man

x%S(x) + xS(x) = S(x) — x

varav S(x) = * (4)
1 —x—x°

Eftersom nimnaren har tva reella nollstillen, kan man uppdela F(x)

i partialbrak.
Man erhiller S(x) = * I + b (5)
l—x—x* 1-ax 1-Bx
di L (14/3),B=—(1-\/5) och a=—b=—
Ar a=—I(1+ ,B=—>1- och a=—b=——.
2 2 V5

Serieutveckling av (5) ger
SE) =a(l+ax+a?x?+...) +b(1 +Bx+ p2x?+...)

Identifiering med (3) ger koefhicienten for x”, dvs aa”+b6p”,
som man finner lika med F , dvs n:te talet i Fibonacci-féljden
1,1,2,3, ...

Man kommer pa sé sitt till samma resultat som férut, dvs (*).

— 16 =
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Storleksordningen hos
Fibonacci-talen

For Fibonacci-talen 1, 1, 2, 3, 5, ... giller enligt (*), sid 15,

="

F = nx1 (6)
V5
V5

1-V5
2

dir r= och s-=

Av |s| < 1 foljer att s” gdr mot noll d4 n viixer obegrinsat. Det inne-
bir att termen r” blir alltmer dominant. Vi kan dra tv3 slutsatser:

1) F, ir asymptotiske lika med A

dvs forhallandet F / r”s gar mot 1, da n vixer obegrinsat

2) lim |F,— | =0din—>o
V5

S}’l

Av [s| < 1 foljer |

| <0,5 for alla n. Som framgar av (6) medfor

V5
Detta mojliggor en enkel berdkning av F, med miniriknare. Exem-

pelvis anger min minirdknare ”609.99967” for a s, saledes prakriskt
taget F 5 = 610. For a,, anger den med "6765.” just F, = 6765.

detta att F dr det heltal som (for alla n) ligger ndrmast a , =

- 17 -
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Nagra vackra formler

Linjéra summor

Genom att anvinda den for Fibonacci-talen karakteristiska
rekursionsformeln

f/e + f/e+1 = f/e+2
i differensformen  f,=f, ,—f, ,
fork =1, 2, 3, etc
och addera ledvis kommer man utan svérighet till
summaformeln

; f/e = fn+2 - fz 7)

For Fibonaccis egen f6ljd, {E},dvs 1,1, 2,3,5, ... giller

F, = 1, varfor f, da kan bytas ut mot en etta.

Vi fokuserar nu pa F-féljden 1, 1,2, 3,5, ... (n 2 1).

Med utgingspunkt fran F, = F, hirleder man pa samma sitt som
for (7) formeln

; FZ/e—l = an (8)

Genom att kombinera (7) och (8) erhiller man innu fler formler
for linjara summor, tex

; F2k=F2n+1_1

Fi-F,+F,-F, +... + (1)1 F =(-1) ”+1Fn_1 +1

— 18 —



Uttryck av andra graden

Vi har i kap 1 noterat sambandet (L): L = F ,+ F (n22, L =1).
Av formeln F, =F L isamma avsnitt fljer nu

Fln = (Fn+1 + Fn—l) Fn
Genom att hir bytaut F, mot F, | — F | erhaller vi likheten

F2n = (Fn+1 + Fn—l)(Fn+1 - Fn—l)
eller

F2n = Fﬂ+12 - F ? (9)

n—1

For n = 6 innebir (9) den pythagoreiska likheten

12%=13% - 57
Genom insittning i Binet-formeln (*) bevisar man sambandet
F2-F ,F  =CD)"*F? (n22k<n)

Specialfalletk = 1 geross F 2= F | F . +(-1)"", (10)

n+1

en identitet som vi ska dterkomma till i kap 7.

Genom direkt insittning i Binet-formeln bevisar man &ven lik-
heten

n+k

till vilken vi dterkommer i kap 9. Binets formel leder ocksa till
en rad andra samband, exempelvis mellan Fibonacci-talen och de
pythagoreiska taltriplerna. Med talamod och noggrann uppsikt pa

tecknen bevisar man identiteten

{F F 3}2 + {2Fn+l I:(n+2}2 = F2n+32 (n 2 1)

no- n+

ddr hogra sidan alltsi motsvarar kvadraten pa en hypotenusa och
vinstra sidan summan av kateternas kvadrater i en ritvinklig tri-
angel.

I bevisféringen uppnir man betydande forenklingar med sam-
banden rs = —1, r+s = 1 och r—s = \/5, dir r och s ir rotter till ekva-
tionen k* = k + 1.

- 19 —



Ett par exempel: n=1 och n=4 ger tripeln 3,4,5 respektive
39,80,89.

Mellan produkterna F,F, | och kvadraterna F,* rader ett forvanan-
de, vackert samband:

g F2-FF | (12)

Man bygger beviset med fordel pa likheten
Bl =By —F) =FF - F o (k22)
Med hjilp av ytterleden erhéller vi nimligen foljande system:
F2-FF,
F,?=F,F,~ FF,
F,>=F,F, - F,F,

F

n-1"n

Fn2 = Fn Fn+1 -F
Ledvis addition ger (12).

Med induktion bevisar man tvillingformlerna
2n—1 )
211 F/e F b+l ™ F 2n

och

2n
21/ Fk F/m = F2n+12 -1

— 20 —
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Fibonacci-féljden och
gyllene snittet

I den hellenska matematiken spelar proportioner en viktig roll.
Matematikerna byggde upp en proportionslira och pythagoreerna
tillimpade den for att skapa en harmonilira. Ett av de enklare pro-
blemen i geometri var att dela en stricka s att den kortare delen
forhéller sig till den lingre som denna bit forhiller sig till hela
strickan. Om vi ldter strickan ha enhetslingden 1 och betecknar
den storre delen med x ska siledes foljande ekvation gilla:

l—x_ X

X 1

24 x =1, en ekvation som ir

Den leder till andragradsekvationen x
snarlik den ekvation som framkom vid hirledningen av Binets for-

mel. Vi ska hir skriva ekvationens rotter som

V5 -1
2

V5 +1
2
Den positiva roten x,, dvs talet g, markerar liget fér den sokta del-

X1=8=

och x,=—G=—

ningspunkten pd var enhetsstricka. Denna sigs bli delad i gyllene
snittets proportion av talet g. Man finner litt sambanden

G=1+g
och

g=1/G

21 —



De approximativa virdena dr med fyra decimaler

g~ 0,6180
G~ 1,6180

Binets formel fir med de nya beteckningarna utseendet
1

F =
V5

{G"—(—g)" n=1 (13)

Vi har konstaterat att F, asymptotiskt forhéller sig som G”/\/5.

Av (13) foljer utan problem att férhillandetu =F /F | gir mot
1/G, dvs mot g dé n vixer obegrinsat; man behover bara forkorta
briket F /F | med G” for att inse detta.

Lat oss se pa en alternativ vdg for att undersoka foérhallandet
F /F _|: genom att utnyttja den karakteriserande rekursionsfor-
melnF ,=F +F .

Vi liter a, b och a+b vara tre successiva Fibonacci-tal, varvid de
tva forsta kan vara godtyckligt valda. D4 ar

a 1
= — h = 14
R (14
N S b 1
tva forhallanden som foljer pd varandra, eftersom =
b+a 1+x
Hirav f6ljer
1 1—g¢g—
y—g= 7 —g= ﬂ
+X l+x

Anta nu att x < g. D4 giller

_l-gmex 1-g-8

1 +x 1 +x

J—&

b

vilket innebdr atty > gom x < g.

Analogt, om x > g, sa giller

|y |y
g-g _l-g-&

1 +x 1+x

Jy—&=

b

dvsy<g om x>g.

- 22



Dessa olikheter visar att successiva virden pd u, dr 6msom mindre
in g, 6msom storre in g. Om exempelvis u; = F|/F, < g, sddrallau
med udda index mindre 4n g och alla med jimnt index st6rre dn g.
Vi ska nu dessutom se att u_ har g som grinsvirde.
Med viar kinnedom om rétterna till ekvationen x*
skriva polynomet 1 — x — x* i produktformen (g — x)(G + x),

+x=1kan vi

Om z idr det férhillande som foljer pa vy, sa giller enligt (14)

1 1 1+x
eller z-= =

I+y 1 2+x
1+

(15)

7 =

Av (14) och (15) erhiller man
l1—x—x2 (g—x)(G + x)

Z—Xx= =
2+x 2 +x

Av detta uttryck framgar

Z<X om X>g

medan Z>X om X<g

Om u, < g, si bildar foljden av u, med udda index saledes en strikt
vixande f6ljd, medan u, med jimna indices bildar en strike avta-
gande foljd. Bida delfoljderna maste da konvergera, eftersom de ir
begrinsade uppat respektive nedat (av g). Analogt, om u, > g, sa ger
udda indices en strikt avtagande f6ljd och jamna indices en strike
vixande foljd, bada begrinsade.

Nir vi nu vet att delféljderna har ett grinsvirde, s leder (15) och
kontinuitet hos z som funktion av x till att dessa grinsvirden maste
satisfiera ekvationen x = z, dvs

1+x

X =
2+x

Vi fir just den ekvation vars positiva rot ar g, alltsd ar g grinsvirde

for bada delfsljderna och dirmed for hela f6ljden {u }.
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Fig 1

1
¥
A
0,5 ¢+ < -
0 ¢ — X
0,5 1

Fig 1 illustrerar pendlingen in mot grinsvirdet g. Linjen y = x
ombesorjer rekursionen: om x = u , sa later linjen virdety = u_,
genom sambandet

1
y=

1l

bli nytt x-virde med hjilp av en linje parallell med x-axeln. En linje
parallell med y-axeln ger oss grafiskt z som virdet u_, enligt (15),
osv.

Vi fir en spiral som konvergerar in mot den punkt (g;g) dir lin-
jen y = x skir kurvan

Av detta alternativa bevis framgér alltsa att briken u , har grinsvir-
det g oberoende av F, och F,; iterationsprocessen "kuvar” utgings-
virdena.
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Talet g som kedjebrdk
Om vi bildar den féljd {u } som tillh6r urféljden 1, 1, 2, 3, 5, ...

och tillimpar rekursionsformeln (14), si erhéller vi
1 1 1

U, =—, u, = U, =————  OSV.
1 > > U3
1 1

ett kedjebrak som endast innehaller ettor.
I den f6ljd som de avslutade kedjebraken bildar aterfinner vi
forstas Fibonacci-forhillandena 1/1, 1/2, 2/3, 3/5, etc. Eftersom

G = l+ghar vi

En annan vacker framstillning av G ir

\/1+ 1+V1+...
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Om x dr det tal som avslutas i och med den n:te gdngen \/T upp-
2=xﬂf1 +1(n>2). Hirdrx, =1<2
och man kan litt genomf6ra induktionen att om x < 2, sd ir dven

trider, har vi rekursionen x

X1 < 2. Eftersom foljden {x } 4r vixande och uppit begrinsad, ir
den konvergent. Kontinuitet hos x* garanterar att grinsvirdet ir

Zox+ 1.

den positiva roten G till ekvationen x
Talet g ar utan tvivel ett av de intressantaste irrationella talen, trots
att det inte dr transcendent — det ér ju rot till en algebraisk ekvation.
Som jimforelse till kedjebraksutvecklingen for g kan det vara intres-
sant att se pd nigra kedjebrik for de transcendenta talen e och m:

e=2+

Efter den forsta fristdende ettan foljer alltsi de jimna talen 2, 4,
6, 8, osv regelbundet med inskjutning av tva ettor.

Ett annat kedjebrak 4r
1

1
2
3
4
5+ ...

e=2+

1+
2+
3+
4+

Det uppticktes av Euler 1737.
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Vidare giller

T 1
4 12
1+ 3
2+
52
2+
2+

dir de udda talens successiva kvadrater upptrider som tiljare och
talet 2 forblir konstant som additiv term efter en inledande etta i
nimnaren. Formeln gavs av Lord Brouncker omkring 1650.
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Fibonacci-tal i Pascals triangel

Det viktiga talschema som kallas Pascals triangel ska ha upptickes i
Kina redan fore 1300-talet, men det kom att lanseras av Pascal i en
avhandling ar 1653. Schemat innehiller de binomialkoefhicienter
som upptrider vid utveckling av binomet (z + )" och som

betecknas ( " ):
b

@+ b)y=3 (”) 2kt

=0\ £
dir ( " ) =1.
0
Pascals triangel har féljande utseende:
1
1 1
1 2 1
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I kanterna star idel ettor och i dvrigt r varje tal summan av de tva
grannarna i raden ovanfor. Om vi skjuter raderna it hoger si att
vinsterkanten blir lodrit fir schemat féljande utseende:

— e e e e
N W0 N =
A\ W =
—

Om vi nu adderar talen i de diagonaler som gar at hoger i 45° stig-
ning, s erhaller vi summorna 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., dvs Fibonacci-tal.
Ar foljden {d } av diagonalsummor identisk med Fibonaccis tal-
foljd?

Vi later diagonal nr 1 vara ettan i toppen; den har “summan”
d, =1.

Likaledes liter vi ettan ndrmast utgora “summan” d, = 1 i diago-
nal nr 2.

Dirnist foljer dj=1+1=2,d,=1+2=3,ds = 1+3+1 = 5, osw.

Vi ser att diagonaler med udda nummer har 1 som sista term, i
motsats till diagonaler med jimna nummer. For att besvara frigan
dr det dirfor limpligt att lita n = 2p och n=2p+1 representera
jimna respektive udda n (> 3).
For n = 2p giller
dzf(2P‘1)+(2P‘2)+(2P‘3)+...+( ’ )

0 1 2 p-1

och n =2p+1 ger

o= () () 57 e ) )
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Som kontroll ser vi att sista termen i d,, har virdet p och i d
virdet 1. Vi bildar nu summan S =d, +d

2p+1
241"

() o, )

Den for Pascals triangel konstituerande likheten

i)+ ()= (%)

sikerstiller att S = d, e

P4 analogt sitt bevisar mand,, | +d,, = d, . Dirmed ir visat att

2p+1°
diagonalsummorna successivt ger Fibonacci-foljden 1,1,2,3,5, ...
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Fibonacci-tal i geometrin

Pentagrammet

Binets formel for direktberikning av Fibonacci-tal har visat oss ett
samband mellan dessa tal, talet 5 och gyllene snittet g.

Talet 5 spelar ocksa en direkt viktig roll bland de geometriska
objekt som visualiserar Fibonacci-tal och/eller gyllene snittet.

I fig 2 dr en regelbunden femhorning F bildad i ett reguljrt penta-
gram P. Inne i femhorningen ir ett mindre pentagram P’ inskrivet,

Fig 2
QR =55 =55+ 54
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vars sidor formar en regelbunden femhérning F'av mindre format
in E Dessa sidor bildar dessutom fem stjarnspetsar som utgdr lik-
benta trianglar med toppvinkel 36°.

Om man nimligen omskriver P'med en cirkel, finner man att
toppvinkeln ir periferivinkel mot en femhorningssida, vars tillho-
rande cirkelbdge utgor en femtedel av cirkeln. Toppvinkeln ar sale-
des hilften av 72°. Runt om P’ ligger fem trubbvinkliga likbenta
trianglar, vars toppvinklar dr 180°~72° = 108° och vars basvinklar 4r
vardera 36°. Om vi utokar en trubbvinklig triangel med en stjirn-
spets erhaller vi dnyo en likbent triangel med 36° toppvinkel. Som
bas har denna triangel sidan i pentagrammets stjirnspetsar.

Med kinnedom om de allt storre likbenta trianglar som fig 2
uppvisar och som utgor successiva deltrianglar ar det inte svért att
studera de sex strickor som foérekommer i figuren, frin basen b i
stjarnspetsarna hos P’ till sidorna sy i det stora pentagrammet P.
Man finner att lingderna bildar sex successiva tal i en Fibonacci-
folid b, s, s,, S3> 84 och S5 eftersom

b+s, =5, S| +8, =53 S, +83=5, och Sy + 5, = Ss

Foljden fortsitter i det odndliga om man omskriver allt storre figu-
rer. Den rikliga forekomsten av likformighet i fig 2 leder dill en
standigt upprepad proportion:

b hn 5

51 $H 53 S4

For att ta reda pd virdet av dessa forhéllanden gar vi till fig 3, som
visar en triangel med samma form som stjirnspetsarna i fig 2. Den
nedre deltriangeln ir likformig med triangeln och de tre fett dragna
strickorna ir lika langa; en av dem 4r basen. Om vi later triangel-
sidan ha enhetslingd och basen lingd x, ger likformigheten hos tri-
angeln och dess nedre deltriangel ekvationen

1—-x x

x 1

dvs den ekvation x>+ x =1 som vi erhdll i samband med Binets
formel och vars positiva rot ir x = g.
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Fig 3 Fig 4

s s
Allesa géller "~ =g och omvint =l _ G
s s
n+l n

eftersom G = 1/g.
Hirav foljer s, =bG” wvarvid b =s,

I och for sig dr det inte férvanande att de konsekutiva figurernas
lingder bildar en geometrisk foljd. Skalan vid forstoring fran en
figur till nirmast storre figur av samma slag (men med motsatt
orientering) dr G*:1.

I fig 4 atergér vi till det regelbundna pentagrammet och fragar:
hur delar dess sidor varandra? Pentagramsidorna AC och CE skar
sidan BD i punkterna X och Y. Dirvid giller (med beteckningar
fran fig 2)

XY =5, BX=s;, BY=s,, och BD-=s,.
Dirav erhaller vi proportionerna
XY:BX =BX:BY =BY:BD =g

vilket innebir att pentagramsidorna alltigenom delar sig sjilva i gyl-
lene snittets proportion.
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Fig 5

Fig 6

Konstruktion av g samt inskrivning av
5- och 10-hérning i cirkel
Fig 5 visar hur man med passaren litt konstruerar talet g nar strick-

an 1 dr given. Konstruktionens riktighet framgar av det uttryck for
g som vi funnit.

N

1/2

1

I fig 6 gar vi vidare till konstruktionen av de tva regelbundna poly-
goner som ir forknippade med g: 5-hérningen och 10-hérningen.
I figuren ir en cirkel med centrum M och radie 1 given. Tva dia-
metrar AB och CD liggs vinkelritt mot varandra. Pd exempelvis
radien MA konstrueras mittpunkten E. Med E som centrum och
CE som radie slas en cirkelbage; den skir radien MB i en punkt E
Di ger x = CF och y = MF matten f6r sidan i den inskrivna 5- resp
10-horningen, ss resp s,,.

A
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Bevis: Vi borjar med y. Av CE = > foljer direkt y = g

2
i 6verensstimmelse med det exakta uttrycket for g. Eftersom basen
i en likbent triangel med toppvinkel 36° och sida 1 ir just g, ar

alltsi MF den inskrivna 10-horningens sida. Pythagoras sats pa tri-
angeln CMF ger x* = 1 + g% eller

x2=2—g (1)

I fig7 ir MABC en fyrhérning bestiende av tvd 10-hornings-
trianglar lagda med MB som gemensam sida och med MA = MB =
MC = 1. Triangeln MAC har sidor 1 och en bas AC som just ir s,
eftersom toppvinkeln 4r 72°. Om P dr mittpunkt pd AB och héjden
MP betecknas 4, sa kan vi stilla upp tva ekvationer:

. Pythagoras sats pi A AMP ger 5% = 1% - % (2)

-1
. Arean av MABC s 5= h (3)

Vinsterledet i (3) ér arean beriknad som hilften av diagonalernas
produkt, hogerledet 4r arean som 2 ggr arean av triangel AMB.

(2) och (3) ger
= gh-g)=(1-9B+9=3-2-(1-g-2-¢

Enligt (1) 4r ddrmed visat att CF ger méttet for femhorningssidan.

M

Fig 7
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En "paradox”

En "paradox” som anknyter till formel (10) och som ofta presente-
rats i samband med gyllene snittet 4r f6ljande kvadratomvandling:

En kvadrat med sida 21r delas upp med raka snitt enligt fig 8a.
De fyra delarna fogas direfter samman till en rektangel enligt fig 8b.
Denna har arean 137 - 34r = 4427%, medan kvadratens area ir
(217)% = 44172 Varifran har rektangeln fatt site tillskott om 177 i
area?! For att "se” orsaken i bild krivs en mycket stor figur. Det gar
sikert snabbare att 16sa paradoxen med en smula geometriskt tin-

kande.

8r 13r D
8r
13r A 21r
- -
a D
B C er B 13r
Fig 8a Fig 8b

lkosaeder och dodekaeder

Den regelbundna ikosaedern 4r en av de fem sk platonska krop-
parna. Som det grekiska namnet anger bildas den av 20 ytor, nir-
mare bestimt 20 liksidiga trianglar. De tolv hérnen kan indelas i tre
grupper av tvd motstillda par. Dessa par spanner upp tre kongru-
enta rektanglar som dr dmsesidigt vinkelrita mot varandra. Vi ska
undersoka proportionen bredd:lingd hos de tre rektanglarna.

Vi later 2/ vara lingden, 24 bredden, varvid & < /.
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Om vi utgir fran tre kongruenta, parvis vinkelritt stillda rektang-
lar som skir igenom varandra symmetriske, si far vi 12 hérnpunkter
i en ikosaeder sammansatt av 20 trianglar. Om vi kan dimensionera
rektanglarna sa att trianglarna blir liksidiga har vi utéver den funna
rektangelformen genomfort ett bevis fér den regelbundna ikosa-
ederns existens, eftersom symmetrin garanterar kongruens hos de
20 hornen. I fig 9 dar ABC en av de 20 trianglar som rektanglarna
spanner upp. AD ir normal mot kanten BC ; AE = /4r normal mot
det rektangelplan i figuren som BC tillhér. Med Pythagoras sats
tillimpad pa trianglarna ADE och ACD erhéller man

|AC|? = 2 + (I - b)* + b*

Kravet |JAC|* = |BC|? = (26)* leder efter insittning till 6: /= g:1, dvs
till gyllene snittets proportion bredd:lingd.

Det aterstdr nu endast att jimféra lingden |[AC| med lingden hos
de 6vriga fyra kanter som utgar frin A. En av dessa utgor rektangel-
bredden 24 och de 6vriga tre kanterna dr av symmetriskal lika linga
som kanten BC. Dirmed har vi visat att den reguljira ikosaedern
existerar och att den spanns upp av tre “gyllene” rektanglar.
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Fig 10

En annan platonsk kropp ir den regelbundna dodekaedern, bil-
dad av tolv regelbundna femhorningar. I dodekaedern kan man in-
skriva en regelbunden ikosaeder genom att forligga dess horn i fem-
hérningarnas centrumpunkter.

Gyllene snittet spelar alltsd en roll dven i den regelbundna dode-
kaedern.

Framstillningen i det miktiga verket Elementa kulminerar med
ett existensbevis fér den regelbundna dodekaedern. Lat oss se hur
grekerna genomférde beviset.

De utgick frin en kub och ansatte pa var och en av dess sex sido-
ytor en rektangel, stilld vinkelritt mot ytan. Det gillde att berikna
dess bredd (2x) och héjd (/) sd att 12 rektangelhorn tillsammans
med kubens 8 horn skulle bilda de 20 hérnen i en regelbunden
(pentagon)dodekaeder. Om vi kallar rektanglarna f6r ”fotbollsmal”
med ribba (2x) och tva stolpar (/) ser vi i fig 10 tre av kubens sido-
ytor och de mal som ir resta. Mélen ir centralt placerade pé sido-
ytorna. Det giller att forsoka avpassa deras matt x och 4 si att fem-
hérningen ABCDE ir plan och regelbunden. Om detta lyckas, si
foljer den regelbundna dodekaederns existens av symmetriskil: fot-
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bollmélens ribbor bildar 6 av dess 30 kanter och stolparna reser
dven de ovriga 24 kanterna. Symmetrin garanterar kongruens hos
de tolv dodekaederhérnen.

I fig 10 4r AB en ribba, AF och LD stolpar. G och ] dr mittpunk-
ter pa var sin kubkant.

Om punkterna H, ] och D ligger i rit linje dr femhdrningen
ABCDE plan. De streckade trianglarna HJK och DJL ir da likfor-

miga, vilket ger ekvationen

h_2=% 4 W ed—ax (4)
a h

Pythagoras sats pa triangeln AEF ger
b+ [a? + (a—x%)7] = 2x)?
som hyfsas till h? = 2ax — 24 + 3x% (5)

VoL

(4) och (5) leder till X=a 3

ag

Proportionen ribba:kubkant = dodekaederkant:kubkant ir alltsd
g:1.

Vidare ir stolphéjden till foljd av (4) lika med ag. Fotbollsmélen
ar saledes dubbelkvadrater med sidorna 2 a¢ och ag.

Med hjilp av trianglarna CDJ, AFG och EFG samt Pythagoras sats
visar man nu att femhorningen ABCDE ir regelbunden.

Om man vil har bevisat existensen av den regelbundna ikosaedern,
sd pavisar man bekvimt existensen av den regelbundna dodekae-
dern genom att symmetriske slipa ner ikosaederns tolv horn tills
endast mittpunkterna av dess tjugo ytor dterstar.
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Fibonacci-tal 1 naturen

Under de drygt 600 4r som gick frin Fibonaccis kaninproblem
1228 till en botanisk upptickt av A Braun 1831 dgnades foga intres-
se it Fibonacci-talen. Men fo6r astronomen och matematikern
J Kepler var de intressanta i samband med hans studier av intervall-
forhillandena i den diatoniska skalan. I denna ingar Fibonacci-talen
1, 2, 3,5 och 8 i vissa intervall,

oktav 2:1, kvint 3:2, stor sext 5:3 och liten sext 8:5,
men tonskalan uppvisar inte ndgon additiv motsvarighet till Fibo-
naccis rekursionsformel.

Braun studerade forst de spiraler av fjill som priglar kottar hos
barrtrid. Han fann att placeringen hos successiva fjill innebar en
vridning av 8/21 varv kring kottens symmetriaxel. Han fortsatte
med att studera bladstillningen hos en rad vixtfamiljer och enskilda
vixter och kunde pédvisa en relativt allmin forekomst av sk blad-
brik, exempelvis

1:2 hos gladiolus och tulpan

1:3 hos tidlosa och vissa gris

2:5 hos den stora familjen Rosaceae (fig 11)

3:8 hos familjen Crucacae (kélarterna)

5:13 hos maskros, kungsljus, potatis m fl vixter
samt  8:21 hos barrtridens kottar

Hir ser vi dter Fibonacci-talen dyka upp.
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Brauns resultat utvidgades pa ett 6verraskande sitt av den forskning
som botanikern G van Iterson publicerade 1907. van Iterson foljde
bladen 4nda till deras uppkomst som bladanlag i vegetationskonen.
Genom mikroskopiska undersokningar kunde han fastsld att blad-
braket hos de yngsta bladanlagen motsvarar gyllene snittet, dvs en
vridning av ca 137° kring den vertikala axeln. Frin detta gyllene
bladbrik avligsnar sig vixterna olika langt nir bladen vixer ut och
aldras.

Annu mer sliende ir de observationer som gjorts hos de spiral-
system som frona i solroskorgar bildar. Hos varje solros finns tvd
system, ett som innehdller medsolsspiraler, ett annat som har mot-
solsspiraler. Hos solrosor av normalstorlek ér antalet spiraler i dessa
system 55 och 34. Sma solrosor har 34 respektive 21 spiraler. Storre
solrosor har 89 respektive 55.

Rekordet innehas av en gigantisk solros i Vermont, USA. Den
uppvisade 233 respektive 144 spiraler. Dessa tal, 21, 34, 55, 89,
144 och 233, ingir som tal nr 8-13 i Fibonaccis urféljd. Tack vare
en kombination av matematik och datamodeller har forskare kun-
nat pavisa att maximal packningsgrad i vixtanlagen uppnis med
Fibonacci-talen. Ett referat om detta ges av Ian Stewart i hans bok

Lifés Other Secrer [16)].
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Fig 12
Stamtavia for
en dronare
(understa

cirkeln)

En hel del forskning pd minniskokroppens proportioner, inledd
av A Zeising 1851, visar med statistik att naveln delar minniskans
kroppslingd i en proportion som haller sig kring gyllene snittet. Till
skillnad frin solroskorgens arkitektur ir detta forhallande betrif-
fande naveln inte sa starkt underbyggt.

Med tanke pa att naveln hos ett nyfétt barn delar kroppslingden
mitt itu, i forhillandet 1:1, tyder resultatet pa att mianniskan i mot-
sats till vixterna vixer in i gyllene snittets proportion. I den mycket
omtalade boken “da Vinci koden” ger forfattaren Dan Brown bla
en dronares stamtavla som exempel pa forekomst av Fibonacci-tal.
Droénare 4r hanbin som utvecklas ur obefruktade dgg, som alltsa ir
faderlosa. Fig 12 visar en dronares stamtavla som stricker sig nagra
generationer tillbaka. Antalet bin 4r ett Fibonacci-tal i varje genera-

NS

tion.

ON
Q40
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Delbarhet hos Fibonacci-talen
,1,2,3,5, ..

I kap 4 ledde Binets formel bl a till likheten (11):
F .=F F,+F F | (n>2,k=>1)

n+k

Vi aterfar en i kap 4 noterad likhet som specialfall om vi sitter
k = n:
F2n = (Fn+1 + Fnfl)Fn (1)

Den med (1) parallella varianten
Fy,=F,L, )

hirledd i kap 2, visar tydligt hur F, kan uppdelas i faktorer.

Med hjilp av (11) ovan kan vi emellertid hirleda betydligt star-
kare resultat. Vi behéver da utnyttja begreppet storsta gemensam
faktor till tva heltal n och k; vi betecknar detta tal S(n,k).

Nigra exempel: S(12,18) =6, S(3,21) =3, S(5,7) = 1.

Nir S(a,b) som i det tredje exemplet 4r 1, sigs a och b vara relativt
prima.

Vi behéver repetera den algoritm med vilken man generellt
bestimmer S(n,k).
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Euklides algoritm

Vi kan forutsitta k < n, bida positiva. I de divisioner som foljer stir
bokstaven q for successiva kvoter och r for uppkommande rester.
r = 0 innebir att en division gar jamnt ut.

Efter en forsta division
av n med k har vi n=kq0+r1 dir O0<r <k

Om resten i4r positiv

fortsitter vi med nya

divisioner:
k=rq, +r, dir O0<r,<r
r =1,q, + 13 dir O0<ry<r,

r, ,=r1,,q,,+r, dir O<r <r

n—1 rn qn

-
Il

Att algoritmen maste sluta efter ett antal steg foljer av att resterna
bildar en strikt avtagande foljd. Genom att félja tabellen nerifrin
och uppit inser vi att r, dr gemensam fakeor tillr,_,r ., ..., 1), 1,
samt till k och n. Féljer vi tabellen uppifrin och ner inser vi att varje
faktor som dr gemensam till k och n dven ingar som faktor i r .
Hirav foljer att storsta gemensamma faktorn till k och n dr r , dvs

Stk,n) =1, (3)

Vi har nu tre satser rérande delbarhet hos Fibonacci-tal inom rick-

hall, varvid bevisen delvis ska bygga pa Euklides algoritm.
Sats 1 Konsekutiva Fibonacci-tal Gr relativt prima

Om a < b ir tvi konsekutiva F-tal med en gemensam faktor d > 1,
sd har dven deras nirmast féregdende F-tal d som faktor.

Genom att upprepa differensargumentet till allt ligre F-tal kom-
mer vi till slutsatsen att dven det forsta F-talet, 1, har d som faktor.
Denna orimlighet visar att S(a,b) = 1, dvs att a och b ir relativt
prima.
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Genom att utnyttja nigra egenskaper hos storsta gemensamma
faktorer och en hjilpsats ska vi nu bevisa foljande mirkliga sats:

Sats 2 For tvd indices k och n giller
S(Fn’ F/e) = FS(n,/e)

Fyra egenskaper

For den storsta gemensamma faktorn S(a,b) till tva naturliga tal
a och b giller

1° S(a,bc), dir c ir ett heltal, ir delbar med S(a,b)

2° S(ac,bc) = cS(a,b)

3° Om a och c ir relativt prima, s giller S(a,bc) = S(a,b)
4° Om b ingér som faktor i B, s giller S(a,b) = S(a+B,b)

Bevis

1° foljer direkt av att be innehéller varje faktor som ingér i b

2° foljer av att ¢ blir multiplikativ faktor i Euklides-algoritmens
samtliga rader.

Giller 3°?
Per definition ir S(a,bc) en faktor i talet a.
Enligt 1° ar S(a,bc) dessutom faktor i S(ab,bc) och av 2° foljer

S(ab,bc) = S(a,c)b=1-b=b
Allesa giller att
S(a,bc) ir faktor i savil a som b
Euklides-algoritmen garanterar nu att
S(a,bc) ir en faktor i S(a,b) #)

A andra sidan ingar S(a,b) enligt 1° som faktor i S(a,bc) (&)
Av (#) och (&) foljer nu

S(a,bc) = S(a,b), dvs 3°.
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4° foljer av att resten r, i Euklides algoritm for talen a+B och b blir
densamma som for talen a och b, nidr B 4r en multipel av b. Detta
medf6r att dven alla f6ljande rester 4r of6rindrade.

Vi behéver ytterligare en hjilpsats:

Hjalpsats F, dir en faktor i F, om k ir en faktor i talet n

Bevis
Anta forst att k 4r en faktor i talet n, dvs n = km for nigot tal m.
m = 1 vallar inget problem eftersom fallet F, = F ir triviale. Vi
gor nu induktionsantagandet att F, dr delbar med F, for m = p,
dirp > 1.

Form = p +1 giller dd n = kp + k och enligt formel (11), kap 4,
erhéller vi

F/ep+k = F/ep—l F,+ F/ep Fin
I hogerledet 4r bida termerna delbara med F,, den senare termen
enligt induktionsantagandet. Alltsa 4r F delbar med F, dven for

m = p+1, varmed induktionsbeviset 4r genomfort.
Vi kan nu ta itu med sats 2.

Bevis av sats 2

Vi kan utan inskrinkning anta n > k och notera n = kq, + r, dir
0<r, <n.

Med detta uttryck f6r n kan vi skriva

S(Fn) F ) S(F/eq +7) > /e)
och enligt formel (11) =S(qu F_, +F/€q LE L E)
0 1 0 1

Eftersom kqg dr delbar med k, dr F,, enhgt hjilpsatsen delbar med
F,. Av egenskap 4° hos storsta gemensamma faktorer f6ljer nu

S(F,, Fy) = S(Fy,  F,. F}) (4)

Vi ska nu omforma hogerledet. Enligt sats 1 4r F, kg1 ochF, kg, rela-
tive prima. Eftersom F,, enhgt hjilpsatsen innehller faktorn F b
miste dven F, _ och F 4 vara relativt prima. Enligt egenskap 3° hos
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storsta gemensamma faktorn kan vi nu férenkla hogerledet i (4)
S(quo_l Frl, Fk) = S(Frl, Fk)
och vi har uppnatt
S(F,, F,) = S(E, , F)) s
Formel (5) vixte fram ur forsta raden i Euklides algoritm,
n =kq, + ;.
Genom att pd samma sitt utgd fran algoritmens andra rad,

k = r,q, + r, och direfter fran algoritmens efterfljande rader far vi
en svit av analoga formler:

S(F,, F,) = S(F,, F,)
S(Fr’ Fr) = S(Fr’ Fr)
2 1 3 2

S(E, ,F, )=S(E ,F )
-2 ? 1

5
r 1 _

varvid r, ; =r,q, dr algoritmens slutrad.

Formel (5) och de efterféljande formlerna utvisar

S(E,, F,) = S(F,, F, ) ©6)

b Van

F - vilket innebir att S(F,P, Frp,l) = F,P. Som sista puzzlebit i beviset

Eftersom r, ir en faktor i r, ;, dr F,P enligt hjilpsatsen en faktor i

av sats 2 behéver vi nu endast dberopa r, = S(n,k).

Med sats 2 som sprangbrida kan vi nu utvidga hjilpsatsen till f5l-
jande kraftfulla sats:

Sats 3 £, dr en faktor i F, om och endast om k dr en faktor i talet n

Bevis
I och med hjilpsatsen har vi bevisat sats 3 i ena riktningen. I mot-

satt riktning forutsitter vi att F dr en faktor i F . Av detta foljer
direkt

S(F,,F)=F, (7)

_ 47 _



A andra sidan giller enligt sats 2

(7) och (8) utvisar F,=F S(ny VATV foljer k = S(k,n), vilket inne-
bir att k dr en faktor i talet n.

Dirmed ir sats 3 bevisad.

Som konsekvenser av sats 3 kan vi stilla upp en rad delbarhetskrite-
rier for talen i Fibonacci-féljden 1, 1, 2, 3,5, 8,13, ... , tex

#

#

Ett Fibonacci-tal 4r jimnt, om och endast om dess index ir del-
bart med 3 (ty F; = 2)

Ett tal 4r delbart med 3, om och endast om dess index 4r delbart
med 4 (ty F, = 3)

Ett tal 4r delbart med 5, om och endast om dess index 4r delbart
med 5 (ty F5 = 5)

Ett tal 4r delbart med 8 och siledes iven med 4, om och endast
om dess index ér delbart med 6 (ty F( = 8)
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I0

Andra forekomster
av Fibonacci-tal

Gyllene snittet i konsten

Gyllene snittet, som ursprungligen kallades sectio divina, det gu-
domliga snittet, har under hundratals &r varit en populir propor-
tion i konsten. Savil inom arkitektur som bildkonst kan man finna
kinda exempel pa anvindning av gyllene snittet. Ett av hoggotikens
yppersta byggnadsverk, katedralen i Reims (paborjad 1211 och full-
bordad 1294), vittnar liksom andra gotiska katedraler om att arki-
tekten utgatt frin gyllene snittet (fig 13).

I Giottos beromda malning 6ver Franciskus och faglarna dr motivets
centrala punkt, Franciskus hogra 6ga, placerat i gyllene-snitt-punk-
ten pd tavlans ena diagonal (fig 14).

Ulf Linde visar i en skrift om "Geometrin i en madlning av Piero
della Francesca” [12] hur Piero borjat med att anligga en geometrisk
ram dir en cirkel och en regelbunden femhérning r barande ele-
ment. Som cirkelns medelpunkt har konstniren valt femh6rning-
ens oversta horn. Piero blev beromd som bide matematiker och
konstnir.

I en senare uppsats [13] tar Linde upp en mélning av Picasso,
Flickorna fran Avignon, som exempel pa hur konstniren utnyttjade
gyllene snittet: “det dr ganska ldtt att blottligga den geometri som
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Fig 13
Katedralen i
Reims
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Fig 14



Fig 15

mélningen utgar frin: en femhorning vars linjer och proportioner
— gyllene snittets proportioner — dominerar hela duken”. Malningen
betraktades som en revolution inom konsten och kom att inleda en
ny inriktning, kubismen.

Ett av de dldsta exemplen pa utnyttjande av gyllene snittet i arki-
tekturen dr Parthenon (fig 15), det frimsta av alla grekiska tempel,
uppfort i dorisk stil pd Akropolis under aren 448-432 fKr, da
Perikles regerade i Aten. Man kan inskriva dess fasad i en rektangel,
vars sidor bildar gyllene snittets proportion.

Matten pa Stradivarius-fioler tyder pa att mistaren kan ha valt att
forma fiolen efter gyllene snittets proportion.

Den funktionalistiske arkitekten Le Corbusier skapade under dren
omkring 1950 hoghuset Unité d’Habitation i Marseille utgiende
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fran proportioner som beriknats pa en standardiserad ménnisko-
gestalt, Modulor, med lingd 183 cm. Dirvid kom gyllene snittet att
spela en visentlig roll.

I samband med en utstillning i Louisiana (nira Képenhamn) som-
maren 2007 betonade den srilankesisk-engelske byggnadskonstruk-
toren Cecil Balmond vikten av att forena konst med vetenskap och
filosofi. I intervjuer yttrade han: ”7 botten pa alla mina konstruktio-
ner finns alltid en geometrisk formel med gyllene snittet som urgings-
punkt” (DN 13.7.2007) och "Det harmoniska och vilbalanserade
Sformsprék som gyllene snittet representerar har alltid fascinerat viirldens
arkitekter” (P1 23.8.2007) — dnnu ett omvittnande av att denna
klassiska proportion alltjimt ar aktuell.

Fibonacci-tal i tekniken

Tva exempel far visa hur Fibonacci-talen kan dyka upp i tekniken.

Exempel 1

Fig 16 visar tva planparallella plattor ab och be. Ljus kan reflekteras
i vilken som helst av ytorna a, b och ¢, dock endast nerifrin i yta a
och endast uppifran i yta c. Figuren visar tvi av de vigar som ir
mojliga for ljuset da antalet reflektioner ar 4. Hur kan man berikna
antalet mojliga vigar A(n) da n dr antalet reflektioner (n = 1, 2,
3,...)2

\ \
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Exempel 2
Fig 17a—d visar successiv uppbyggnad av ett elektriskt nitverk av
raka tradar, vardera med resistans r Q. Vi definierar resistansen mel-
lan A och B i fig 17a som R, = r och ersittningsresistansen for AB i
fig 17b som R,.

For n > 1 later vi R vara ersittningsresistansen for AB, di nit-
verket omfattar n st trianglar. Vad for formel erhéller man for R ?

r r r
B B B T B
a) b) c) d) n st trianglar
Fig 17

I behandlingen av Exempel 1 finner man till att borja med A(1) = 2,
A(2) =3 0ch A(3) = 5. Det ir inte svart att hirleda rekursionsformeln
A(n+1) = A(n) + A(n—1), n 2 2. Hirav foljer att antalsfunktionen
A(n) bildar Fibonacci-foljden 2, 3, 5, 8, ... forn =1, 2, 3, 4, ...

For det elektriska nitverket i fig 17b giller enligt en kind formel

1 1 1
_—-— —
R, r o 2r
2
varav R =—r

Nitet i fig 17¢ sammansitts av tva resistanser om r Q i V-form och
en triangel till hoger. Den senare har ersittningsresistansen R, och
vi erhéller

1 1 1
—_—=—
R, r R +r
vilket ger
R
AR 1)
R +2r 8



PAa samma sitt inser vi rekursionen

1 1 1
+
R r R, ,+7r

och i analogi med (1) far vi
R - TR+ )
R, +2r
Lat oss nu jamfora de funna resistenserna med Fibonacci-foljden

Fy=1,F =1,F,=2,F;=3, ...

Vi ser att
F F F
Ry=—2r, R=—2r och R,= = ™)
F F, F

Utgdende frin induktionsantagandet

F
R, = 2y dir 0<p<n—1

F2p+1

far vi enligt (2)

R, +r Fy o+ Fy, F,,
Rn = 7= 7= r
R, +2r Fy, ,+2F),, F,+F),,
varav
F2n
Rn = r
F2n+l

Séledes giller (*) for alla indices och vi har hirlett formeln

FZn

R, = r fornz=0.
F2n+1

Om vi later n gi mot odndligheten erhéller vi  lim R = gr

5-1

ddr g dr gyllene-snitt-talet ~ 0,618.
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Fig 18
Tre exempel pa
unimodal

funktion

Fibonacci-tal i ndgra vetenskaper

T" Koshy ger i sin bok [A1] ett stort antal exempel pa anvindning av
Fibonacci-tal, dels inom talteori och en rad andra omriden av mate-
matik, tex kombinatorik och grafteori, dels betriffande elektriska
kretsar och strukturformler i kemi (kolviten).

En intressant matematisk anvindning, pavisad av Bellman och
Dreyfus i [2] och numeriskt illustrerad av A Dunkels i [4], saknas hos
Koshy. Det handlar om unimodala funktioner, dvs funktioner som
ir monotont vixande mot ett maximum och dirpd monotont
avtagande eller analogt vid minimum.

Fig 18 visar tre exempel.

fX
()
\__/

Om det giller att genom successiv approximation nirma sig en
maximi- eller minimipunkt (a; f(a)) till en unimodal funktion f(x),
sd dr det enligt en av Bellman & Dreyfus bevisad algoritm fordelak-
tigast att utnyttja Fibonacci-tal vid valet av den foljd x-virden som
ska approximera virdet a.

-3 X

En annan tillimpning inom matematiken: den franske matema-
tikern Gabriel Lamé (1795-1870) utnyttjade nigra egenskaper hos
Fibonaccis talfoljd for att bevisa f6ljande sats rorande Euklides algo-
ritm (se kap 9):

Antalet divisioner som behivs for att finna storsta gemensamma fak-
torn till tvd heltal dr aldrig storre dn 5 ginger antalet siffror i det
ldgre talet

F E A Lucas hade givit foljden 1, 1, 2, 3, 5, ... namnet Lamés tal-
foljd men dndrade benimningen ar 1876 till Fibonaccis talfoljd.
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II

Négra talfoljder som liknar
Fibonacci-féljderna

Pells talfoljd

Ett viktigt exempel dr den f6ljd {P } ("Pell numbers” efter John Pell,
1611-1685), som definieras av P =2P, _ +P, ,(n>2),P =0, P =1.
Man erhiller Pell-talen

0,1,2,5,12,29,70, ...

P4 liknande sitt som i kap 2 kommer man till formeln

1
Pn=2—\/§{(1+\/§) —(1—\/2) }

Den asymptotiska formeln for stora n blir uppenbarligen
_(1+\V2)
” 2\/2

En identitet for P-talen, som piaminner om identiteten (10), kap 4,

P

for Fibonacci-talen, ar
P P —P2=(1)

n+l ~ n

Pell-talen kan bl a anvindas fér approximation av \/2: om x och y
dr naturliga tal som satisfierar Pells ekvation

=2yt =21

sd giller x/y =\/2, dir nimnaren ir ett Pell-tal.
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Enligt Wikipedia (<en. wikipedia.org/wiki/Pellnumber>) blevapproxi-

mationen
\/2 = 5771408

kind inom grekisk matematik under 5:e arh. £Kr. I detta brik ar
408 det 9:e Pell-talet.

Talfoljder med flera termer i rekursionen

I en uppsats [14] behandlar Anders Lonnberg generaliseringar av

typen
ﬂn+N = an+N—1 + an+N—2 Tt ﬂn (1)

varvid de N forsta talen i foljden 4r givna.
Utgdende frin metoden i kap 2 bildar man f6r N=3 ekvationen

=k k+l
Den har en reell rot 7, samt tvd konjugerat komplexa rétter 7, och
7. De innehiller ritt otympliga rotuttryck. Den allminna termen
a, bestims med hjilp av de tre givna begynnelsevirdena (f6r indices

1,2,3) som en linjir kombination av de tre rdtternas n:e-potenser.
Som grinsvirde for kvoten « /a, , di n— o erhiller man

1/7, = 0,54.
I det generella fallet (1) har man att behandla ekvationen
G+ rz4+41) =0 (2)
som kan skrivas
-1
2N — & =0
z —1

Multipliceras denna ekvation med sin nimnare erhaller man

ZV 22N 120 (3)

Ekvation (3) har samma rotter som (2) samt roten z=1; utdver
denna rot har (3) en enda reell rot r (strax under 2). Med hjilp av
Rouchés sars [1] genomfoér Lonnberg en uppskattning av beloppen
hos de komplexa rotterna till (2) och visar darpa att grinsvirdet for
kvoten L=a /a,  dr1/r,dia n— oo. Da N vixer obegrinsat avtar
L monotont mot 1/2.
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En annan typ av generalisering

Vi bérjar med den talfoljd {2} som definieras av 2, = 0 och rekur-
sionsformeln

a,=2a,_ +3-(=1)""(n=21) (4)
De f6rsta fem talen 4r 0, 3, 3, 9 och 15. Man kan gissa att foljden
ir bestimd av @, = 0, 2, = 3 och den enhetliga rekursionsformeln

a,=a, +2a, ,(n>2) (5)

Det ir inte svart att bekrifta (5) med ett induktionsbevis.
Lat oss nu undersoka om den enligt (5) angivna talf6ljden kan
definieras som en linjir kombination av tva potenser.

I analogi med den metod som i kap 2 ledde till formeln f6r Fibo-
nacci-talen ansitter vi ekvationen

P=k+2

Dess rotter dr a = 2 och g = —1. Vi har dirmed funnit tvd geome-
triska foljder {27} och {(~1)"} (som inte 4r proportionella mot var-
andra) sddana att de var for sig uppfyller rekursionen (5). Det giller
nu att finna tva koefficienter p och ¢ si att begynnelsevirdena 2, = 0
och 2, = 3 uppnis genom en linjir kombination p - 2" + ¢ - (=1)".
Systemet (for n=0 och n=1)

p+q=0

2p—q=3
har 16sningen p = 1, ¢ = —1. Dirmed ér vi framme vid en enhetlig
potensframstillning av var talf6ljd, nimligen

a,=2"—(-1)"
P4 samma sitt klarar man av det mer generella fall da
a,=a,_ +ma, ,(nx2)

och tvd begynnelsevirden ir givna. For 7 > 0 blir p och g reella
tal.
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I2

Ovningsuppgifter

Vilket dr det 10:e talet i den Fibonacci-foljd vars tredje och
dttonde tal dr 9 respektive 1022

Enligt Andrejs Dunkels [5] loste man pa Fibonaccis tid for oss
enkla ekvationer av typ ax+b = 0 genom att forst gissa ett par
rotter.

Om g, och g, ir tvé gissade rotter fortsatte man med att berik-
na felet i vartdera fallet, dvs vinsterledets virde vid insidttning
av den gissade roten, sig f, resp f,.

Man bildade nu differensen f; g, — f, g, och dividerade denna
med f, —f,.

Bevisa att kvoten blev den sokta roten.

Vilka ir de tva forsta talen i en Fibonacci-f6ljd om alla tal ir
positiva och det attonde talet dr 1752

(Finns det alternativa svar? Med x och y som de tvd forsta obekanta talen
erhéller man en diofantisk ekvation, s& uppkallad efter den grekiske mate-
matikern Diofantos, verksam omkring 300 e Kr och beromd fér sin kreati-
vitet, bl a i boken Arithmetika. Den som behover frischa upp sin kunskap
om diofantiska ekvationer kan gora detta i exempelvis en bok av Anders

Vretblad [19].)
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”Fibonacci-puzzlet” pa sid 36 bygger pa likheten
217 =13 .34 -1,

Bevisa formeln

F *=F F ,+(-1)" med induktion.
For talen F i Fibonacci-foljden 1, 1, 2, 3, 5,
observera att

133=2=1+1=12+12
F,=3=4-1=2*-1?
Fo=5=4+1=2"+17
F=8=9-1=3*-17
F7=13=9+4=32+22
Fg=21=25-4=5"-2
Fg=34=25+9=5"+3"

... kan man

Fortsitter denna regelbundenhet och hur ska den i sé fall skri-

vas generellt?

Bevisa sambanden

2n
a) gleFKHl = F2n+12 -1
b) F, ,=F,,F ,~FF

n+2 " n+3 n’ n+l

C) 2Fn+/e=F/eLn+FnL/e

En talfoljd {2} definieras av rekursionsformeln

a,=a _,+3a,_,ochbegynnelsevirdena 2, =0, 2, = 1. Bestim

den linjira kombination av tva potenser som svarar mot denna

alfoljd.

Ur en cirkelrund homogen skiva skdr man bort ett cirkelfor-

mat hél, vars periferi tangerar cirkelskivans rand. Aterstoden av

skivan har formen av en manskira, vars tyngdpunke ligger pa

halets periferi.
Hur stor radie har hilet om skivans radie ir R?
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Fig 19

Likbent triangel
med bas:sida
=12:10
(Fibonacci)

O.

10.

11.

12.

Ett geometriproblem frin Fibonacci: Frin en likbent triangel
med sidor a, a och b skir man bort tva trianglar, som 4r sym-
metriskt beligna med avseende pa héjden mot triangelbasen
(g 19). Av triangeln kvarstir di en femhorning. Fibonacci
fann att om femhorningen blir liksidig med sida x, sd ar x
positiv rot till en andragradsekvation. Fibonacci beriknade x
numeriskt fora = 10 och b = 12.

Vilken ir ekvationen och vad kan sigas om specialfalleta = b?

I en rektangel ABCD dras normalerna AE och CF fran de dia-
gonalt motsatta hérnen A och C till diagonalen BD. Vilken
proportion rider mellan rektangelsidorna, dd E och F delar
diagonalen i tre lika linga delar?

(Svaret dr hir inte gyllene snittet utan en annan kind proportion.)

En triangel APQ inskrivs i en given rektangel ABCD si att P
ligger pa sidan BC och Q pé sidan CD och sa att hérntriang-
larna ABP, CPQ och ADQ har samma area.

a) Var ska P och Q placeras?

b) Bestim proportionen AB:BC i det specialfall dd AP=PQ

[ ett ritblock med volymen 1 kubikmeter 4r rymddiagonalerna
2 meter linga. En av kanterna har lingden 1 meter.

a) Hur langa dr de tva 6vriga kanterna?

b) Vad kan sigas om den talf6ljd som kantlingderna bildar?
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13.

14.

En rdtvinklig triangel ABC har sidorna AB = 5, BC = 3 och
AC =4 cm.

Med centrum M pé kateten AC slis en cirkel som tangerar
hypotenusan i D och kateten BC i C. Linjen BM skir cirkeln
i Q och efter forlingning i en punkt P

Berikna proportionerna PQ:PB, MC:BC, AD:BD, MC:AM
och AM:AC.

Fem cirklar med radie r 4r symmetriskt placerade sé att de alla
gar genom en och samma punkt P. Tvd angrinsande cirklar
skir varandra dessutom i en annan punkt Q. Hur ling ir

strackan PQ?

Svar till problem med udda nummer

1.

267
De tva forsta talen 4r 4 och 11 eller 17 och 3

2_F 2 for n=2

Ja’ FZ n—1

=F*+F, * och F, =F

n—1 n+1

Bevisas med induktion (nigot moédosam betriffande jimna
indices)

R l(1+\/ﬁ)” (1—VE)”}
" NI3 2 2

Ekvationen ir (26 — a)x* + (4a*— b*)(2x—a) = 0

Specialfallet a=b ger en femhorning i form av en kvadrat med
en pa denna placerad liksidig triangel. Sidornas lingd blir da
(V12 = 3)a = 0,464.

For a=2b urartar femhérningen till den givna triangeln.
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11. a) P och Q ska delasidan BC resp sidan CD i gyllene snittets
proportion, si att PC resp QC blir den lingre delen
b) AB:BC=g¢g

13. PQ:PB=g:1, MC:BC=1:2, AD:BD =2:3,
MC:AM = 3:5, AM:AC=5:8

Till sist Fibonaccis svar pa tavlingsuppgiften (s 12):

Han angav det korrekta svaret 41/12. Fibonacci loste alla uppgif-
terna [Al, s 3]. Av de 6vriga tivlande lyckades ingen l6sa ens nigot
av de tre problemen.
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